
13. Ortogonalna dekompozicija

(13.01) Ortogonalni komplement
Za podskup M unitarnog prostora V , ortogonalni komplement M⊥ (čitaj ”M nor”) od M je

definisan kao skup svih vektora iz V koji su ortogonalni na svaki vektor iz M. To jest

M⊥ = {x ∈ V | 〈m,x〉 = 0 za svaki m ∈M}.

�

(13.02) Ortogonalno komplementarni podprostor
Ako je M podprostor konačno dimenzionalnog unitarnog podprostora V , tada je

V =M⊕M⊥.

Štavǐse, ako je N podprostor takav da V =M⊕N i N⊥M (svaki vektor u N je ortogonalan na
svaki vektor u M), tada

N =M⊥.

�

(13.03) Nor operator
Ako je M podprostor konačno dimenzionalnog unitarnog podprostora dimenzije n, tada su

sljedeće tvrdnje tačne

• dim(M⊥) = n− dim(M).

• M⊥⊥ =M �

(13.03) Teorema ortogonalne dekompozicije
Za svaku matricu A ∈ Matm×n(R)

im(A)⊥ = ker(A>) i ker(A)⊥ = im(A>).

Ako iskoristimo prvu osobinu iz 13.02 ovo znači da svaka matrica A ∈ Matm×n(R) pravi
ortogonalnu dekompoziciju od Rm i Rn u smislu da

Rm = im(A)⊕ im(A)⊥ = im(A)⊕ ker(A>),

i
Rn = ker(A)⊕ ker(A)⊥ = ker(A)⊕ im(A>),

�

(13.04) URV faktorizacija
Za svaku matricu A ∈ Matm×n(R) ranga r postoje ortogonalne matrice Um×m i Vn×n i

nesingularna matrica Cr×r takve da

A = URV > = U

(
Cr×r 0

0 0

)
m×n

V >.



• Prvih r kolona u U čine ortonormiranu bazu za im(A).

• Zadnjih m− r kolona u U čine ortonormiranu bazu za ker(A>).

• Prvih r kolona u V su ortonormirana baza za im(A>).

• Zadnjih n− r kolona u V su ortonormiranu bazu za ker(A).

Svaka različita familija ortonormiranih baza za četri fundamentalna podprostora od A proizvodi
različitu URV faktorizaciju od A. U kompleksnom slučaju, (?)> mjenjamo sa (?)∗ i ”ortogonalno”
mijenjamo sa ”unitarno”. �

(13.05) Slika normalna na jezgro
Za rang(An×n) = r, sljedeće tvrdnje su ekvivalentne:

• im(A)⊥ker(A),

• im(A) = im(A>),

• ker(A) = ker(A>),

• A = U

(
Cr×r 0

0 0

)
U>

gdje je U ortogonalna a C nesingularna matrica. Ovakve matrice ćemo zvati SNJ matrice
skraćenica od ”slika normalna na jezgro”. Neki autori ih nazivaju rang-simetrične ili EP ili RPN
matrice. Nesingularne matrice su trivijalne SNJ matrice zato što je jezgro nula. U kompleksnom
slučaju, (?)> mjenjamo sa (?)∗ i ”ortogonalno” mijenjamo sa ”unitarno”. �
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